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RESUMO

Codificação de rede é um novo paradigma na transmissão de pa-
cotes em uma rede. Diferente da técnica de roteamento, na qual um
nó-intermediário transmite uma réplica de um dos pacotes por ele re-
cebido, o princípio da codificação de rede é que um nó-intermediário
transmita uma função dos pacotes recebidos. Essa função pode ser, em
particular, uma combinação linear entre os pacotes. Embora a codi-
ficação de rede possa melhorar as taxas de transmissão, quando uma
rede está sujeita a erros e apagamentos, a codificação de rede apresenta
alguns desafios. Mesmo que sejam utilizados códigos corretores de erros
tradicionais, isso pode não ser suficiente para recuperar a mensagem.
Devido à mistura de pacotes, o número de erros pode ficar acima da
capacidade de correção do código. Entretanto, tais erros podem ser
modelados como erros de posto, o que nos permite recuperar a mensa-
gem se utilizarmos códigos com métrica de posto, como por exemplo os
códigos de Gabidulin. Os códigos de Gabidulin foram introduzidos em
1985 e tem como uma das características a correção de erros de posto.
O codificador e o decodificador para esses códigos foram implementa-
dos ao longo deste trabalho. Também foi desenvolvido um simulador
de redes, que faz uso desses códigos, para criar um cenário completo
de codificação de rede. Através das simulações, foi possível calcular,
para qualquer topologia de rede, o overhead na transmissão de pacotes.
Esse overhead quantifica a proporção de dados não-úteis transmitidos,
incorporando tanto a parte da mensagem designada ao cabeçalho da
codificação de rede assim como o número de pacotes não inovadores
recebidos pelo nó-destino. Mostramos neste trabalho que utilizando
códigos de Gabidulin é possível minimizar este overhead em qualquer
topologia de rede.

Palavras-chave: Códigos de Gabidulin. Codificação de rede.
Códigos corretores de erros. Minimização do overhead.
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ABSTRACT

Network coding is a new paradigm in packet transmission on a
network. Unlike routing, in which an intermediate node sends a copy of
one of the packets that it has received, the principle of network coding
is that an intermediate node sends a function of the packets received.
This function can be, in particular, a linear combination of such pac-
kets. Although network coding can improve the transmission rate, it
faces some challenges when the network is subject to errors and erasu-
res. Even if a traditional error-correcting code is used, this may not
be enough to recover the message. Due to packet mixing, the number
of errors may be beyond the error-correcting capability of the code.
However, these errors can be modeled as rank errors, which allow us
to recover the message if we use rank-metric codes, such as Gabidulin
codes. Gabidulin codes were introduced in 1985 and one of its features
is rank error correction. The encoder and decoder for these codes were
implemented throughout this work. A network simulator, which makes
use of these codes, has also been developed to create a complete simu-
lation environment for network coding. Throughout the simulations, it
was possible to calculate, for any network topology, the overhead in pac-
ket transmission. This overhead quantifies the proportion of non-useful
data in the transmission, incorporating both the header of network co-
ding as well as the number of non-innovative packets received by the
sink node. We show in this work that using Gabidulin codes is possible
to minimize this overhead for any network topology.

Keywords: Gabidulin codes. Network coding. Error-correcting
codes. Minimizing the overhead.
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CAPÍTULO 1

Introdução

A transmissão de informação em redes peer-to-peer (par-a-par) é cada
vez mais comum, como por exemplo, em transmissão via protocolo bit
Torrent [3] e comunicação sem fio. Com isso é crescente o interesse na
área, principalmente para melhorar as taxas de transmissão existentes.

Redes tradicionais utilizam a técnica conhecida como roteamento,
no qual os dispostivos eletrônicos fazem uma cópia de um dos pacotes
recebidos e então essa cópia é transmitida. Para muitos casos, o rotea-
mento é suficiente para atingir níveis aceitáveis na taxa de transmissão.

Por exemplo, na rede apresentada na Fig. 1.1, suponha que a fonte
s deseja enviar 100 pacotes para ambos os destinos t1 e t2. Com um
esquema bem coordenado de roteamento podemos atingir taxas satisfa-
tórias. Por exemplo, s enviaria 50 pacotes para um, e outros 50 pacotes
para o outro, enquanto isso, eles poderiam trocar entre si os pacotes
já recebidos. Note que, com esse esquema, cada destino receberia 2
pacotes por uso do canal (neste trabalho, entende-se por uso do canal,
quando todas as arestas da rede transmitirem um pacote).

Mas o que aconteceria se caso um dos enlaces que conectam os
usuários falhasse? Apenas com o roteamento, seria necessário utilizar
o canal mais vezes, o que diminuiria a taxa de transmissão. A codifica-
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

s

t1

t2

Figura 1.1: Rede utilizada para mostrar uma das vantagens da codificação
de rede.

ção de rede surge como uma alternativa para esse caso [1]. A ideia da
codificação de rede é que diferentes combinações de pacotes sejam en-
viadas aos destinos. Assim, caso um enlace falhe, ainda sim é possível
atingir níveis aceitáveis de taxa.

Há diferentes maneiras de combinar pacotes. A mais simples é fazer
uma soma módulo-2, equivalente a uma XOR (ou-exclusivo) bit-a-bit,
dos pacotes, interpretados como sequência de bits. Entretanto, sabe-
se que a soma módulo-2 nem sempre será eficiente. Como mostrado
em [13, 11], considerando os pacotes como vetores sobre um corpo fi-
nito, é suficiente fazer combinações lineares desses pacotes, em que os
coeficientes das combinações perteçam ao corpo finito utilizado.

Uma estratégia para deixar a codificação de rede mais eficiente é
utilizando códigos corretores de erros. (Esses códigos são amplamente
usados no dia-a-dia, devido ao sinal de informação que passa por um ca-
nal ruidoso.) Ao passar por um canal ruidoso, o sinal pode ser alterado,
ocasionando assim, erros na mensagem transmitida, impossibilitando o
receptor de identificá-la. O princípio básico dos códigos corretores de
erros é a inserção de redundância, de forma que mesmo havendo trocas
de bits, por exemplo, seja possível recuperar a mensagem.

Existem códigos corretores de erros desde os mais simples, como
o código de repetição, até mais complexos, como os códigos Turbo e
LDPC (do inglês, Low-Density-Parity-Check) [14]. Nesses códigos, a
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mensagem pode ser vista como sendo um vetor sobre um corpo finito.
Há ainda outros tipos de códigos, chamados códigos matriciais, em que
a mensagem é vista como uma matriz sobre tal corpo finito.

Códigos corretores de erro e codificação de rede eram estudados de
maneira desconectadas. Isto é, o estudo de um não tinha influência
direta no outro. Como mostrado em [22] a união da codificação de rede
com códigos matriciais corretores de erros pode se tornar bastante útil.

Dentre os principais desafios da codificação de rede, está a propa-
gação de erros. Como são feitas combinações lineares dos pacotes, se
um destes pacotes contiver erros, então todas as combinações feitas a
partir desse pacote também conterá erros. Assim, o código corretor
tradicional pode não ser suficiente, haja vista que o erro estará além
da capacidade de correção do código.

Um outro desafio encontrado na codificação de rede é que um dis-
positivo eletrônico pode receber vários pacotes que não acrescentam
informação dando origem ao que chamamos de overhead. Mesmo utili-
zando um corpo finito suficientemente grande, existe a possibilidade de
um pacote ser linearmente dependente dos demais (como por exemplo,
o pacote nulo).

Ao utilizar códigos corretores de erro com a codificação de rede, po-
demos minimizar (ou até mesmo eliminar) esses problemas, justificando
assim o estudo desses temas.

1.1 Organização do Trabalho

A organização deste trabalho é descrita a seguir. No capítulo 2 serão
apresentados os conceitos básicos da codificação de rede: como ela fun-
ciona, como podemos equacionar, e a influência dos erros. Também será
apresentado um modo de recuperar a mensagem, mesmo na presença
de erros.

No capítulo 3 serão introduzidos os códigos de máxima distância
de posto, em particular, os códigos de Gabidulin. Tais códigos são
uteis na codificação de rede, principalmente devido à sua capacidade
de correção de deficiência de posto.

Já no capítulo 4 iremos unir a codificação de rede e os códigos
matriciais e verificar seu impacto no overhead em uma rede com apa-
gamentos. Nesse capítulo também será explicado o simulador de rede,
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implementado ao longo dos estudos para esse trabalho, o qual é utili-
zado para comprovar experimentalmente os resultados teóricos.

Por fim, no capítulo 5 serão apresentadas algumas conclusões, assim
como ideias para a continuidade do trabalho.



CAPÍTULO 2

Codificação de Rede

Em redes tradicionais a transmissão de pacotes é feita através de ro-
teamento. Isto é, dos pacotes recebidos por um dispositivo (o qual
chamaremos de nó), é feita uma cópia de um desses pacotes e enviada
ao dispositivo seguinte [12].

Já em codificação de rede, ao invés de um simples roteamento, o
pacote transmitido é uma função dos pacotes recebidos [1]. Para melhor
demonstrar utilizaremos como exemplo a rede “borboleta” mostrada na
Fig. 2.1. Nela, a fonte s deseja transmitir pacotes para os destinos t1
e t2. A rede é caracterizada pelo “gargalo” no nó b.

Suponha que a fonte deseja transmitir os pacotes x, y e z. No pri-
meiro uso do canal a fonte transmite os pacotes x e y. O nó b escolhe
transmitir o pacote x, por exemplo. Assim, ao final do primeiro uso
do canal, o destino t1 tem o pacote x, enquanto o destino t2 tem os
pacotes x e y. No segundo uso do canal, a fonte transmite os pacotes y
e z. Dessa vez o nó b escolhe transmitir o pacote z. Assim ao final do
segundo uso do canal, todos os destinos teriam os três pacotes. A taxa
de transmissão é, portanto, 1, 5 pacotes por uso de canal.

Para a solução usando codificação de rede, suponha que a fonte
deseja transmitir os pacotes x e y. No primeiro uso do canal a fonte

5
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s b

t1

t2

Figura 2.1: Rede borboleta, exemplo padrão encontrado na literatura. O
nó-fonte s deseja se comunicar com os nós-destino t1 e t2.

transmite ambos os pacotes. Porém, o nó b, ao invés de escolher um
desses pacotes, transmite a soma módulo 2 dos pacotes, equivalente
ao ou-exclusivo (denotado por ⊕) bit-a-bit. O destino t1 receberia os
pacotes x e x ⊕ y, porém recuperaria o pacote y fazendo x ⊕ (x ⊕ y).
Analogamente, acontece o mesmo no nó t2. Assim ambos os destinos
teriam os dois pacotes com um único uso do canal. Assim, a taxa de
transmissão é de 2 pacotes por uso do canal.

A seguir, iremos recapitular alguns conceitos básicos de grafos e
fluxo de informação. Então será apresentado o conceito de codificação
de rede linear aleatória. No final desse capítulo iremos tratar do caso
em que a rede pode apresentar erros e/ou apagamentos, e um método
para recuperar a mensagem nesse caso.

2.1 Preliminares

2.1.1 Grafos

Como visto no exemplo anterior, é comum utilizar grafos direcionados
para representar uma rede. Seja G = (V, E) um grafo direcionado, em
que V representa o conjunto de nós (vértices) e E representa o conjunto
de arestas. Uma aresta que ligue o nó u ∈ V ao nó v ∈ V é denotada
por (u, v) ∈ E . Note que essa aresta não liga o nó v ao nó u, e portanto,
o grafo é dito ser direcionado [26].

Cada aresta pode transmitir um pacote, sem erros, por uso do canal.
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Dizemos, então, que cada aresta possui capacidade unitária. Todavia,
entre dois nós, é permitido haver arestas paralelas (que podem ser uti-
lizadas para representar enlaces com maiores velocidades).

Para um determinado nó v ∈ V dizemos que I(v) é o conjunto de
arestas através das quais v recebe pacotes e O(v) é o conjunto de arestas
pelas quais v envia os pacotes.

Em uma rede é necessário especificar um conjunto S ⊆ V, que é o
conjuntos de nós-fonte. Os nós desse conjunto contêm os pacotes com
a mensagem a ser transmitida. Outro conjunto necessário especificar é
o conjunto dos nós-destino T ⊆ V. Tais nós são aqueles interessados
em receber a mensagem de pelo menos um nó-fonte. Note que um nó-
fonte, por exemplo, pode estar interessado nos pacotes de um outro
nó-fonte, nesse caso ele pode ser, simultaneamente, um nó-fonte e um
nó-destino. Se um nó não é nó-fonte nem nó-destino então chamamo-no
de nó-intermediário [12].

Um caminho entre os nós u e v ∈ V é um conjunto de arestas tais
que (u, v1), (v1, v2), . . . , (vn, v). Dizemos que o nó u se comunica (ou
pode se comunicar) com o nó v se existir um caminho entre eles.

Chamamos de corte entre os nós u e v o conjunto de arestas que se
forem removidas impedem a comunicação entre esses nós, isto é, não há
mais caminhos entre u e v. A capacidade do corte é definida como sendo
a soma das capacidades de cada aresta (virtualmente) removida. Como
assumimos que cada aresta tem capacidade unitária, a capacidade do
corte será igual ao número de arestas do corte que devem ser removidas
para impedir a comunicação entre os nós u e v [26].

O corte mínimo entre dois nós u e v ∈ V é o corte que apresenta
a menor capacidade. Denotamos a capacidade de corte mínimo por
mincut(u, v).

2.1.2 Fluxo de Informação

Quando a rede apresenta apenas um nó-fonte, denotado por s ∈ V, e
um nó-destino, denotado por t ∈ V, dizemos que estamos lidando com
o caso de unidifusão (do inglês, unicast), ver Fig. 2.2a. O problema de
fluxo de informação é semelhante ao problema de fluxo de mercadorias.
Portanto podemos utilizar o teorema que diz que o fluxo máximo é
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REDE

s

t

n

N

(a) Rede unidifusão, apenas um
nó-fonte (com n arestas) e um nó-
destino (com N arestas)

REDE

s

n

t|T |t2t1

N1 N2 N|T |

(b) Rede multidifusão, um nó-
fonte (com n arestas) e vários nós-
destino.

Figura 2.2: Redes unidifusão e multidifusão. A topologia da rede pode ser
qualquer uma, o importante é o número de nós-fontes e nós-destino.

igual ao corte mínimo [1]. Assim a máxima taxa entre s e t é

R(s, t) = mincut(s, t).

Já para o caso em que há mais de um nó-destino (o conjunto de
nós-destino é denotado por T ⊆ V) e um nó-fonte, denotado por s ∈ V,
o qual chamamos de multidifusão (do inglês, multicast), ver Fig. 2.2b,
podemos estender esse resultado. A máxima taxa de transmissão entre
o nó-fonte e os nós-destino é calculada como

R(s, T ) = min
t∈T

mincut(s, t). (2.1)

O principal teorema da codificação de rede diz que podemos alcan-
çar a máxima taxa de informação em uma rede multidifusão utilizando
codificação de rede [1].
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2.2 Codificação de Rede Linear e Aleatória

Ao longo desse trabalho denotaremos por Fq o corpo finito com q ele-
mentos, Fn×mq o conjunto de matrizes n ×m em Fq. Note que F1×m

q

denota o conjunto de vetores-linha, com dimensão m, em Fq, enquanto
Fmq denota o conjunto de vetores-coluna, também com dimensão m, em
Fq.

Como vimos, a codificação de rede se baseia na ideia de que nós-
intermediários enviem uma função dos pacotes recebidos. Todavia a
função escolhida não deve ser de alta complexidade (o que diminuiria o
desempenho na transmissão de pacotes) mas também, com essa função,
deseja-se alcançar a máxima taxa de transmissão.

Em [13, 11] é demonstrado que podemos utilizar combinações linea-
res para alcançar a máxima taxa de transmissão. Nesse caso, os pacotes
são vistos como vetores `-dimensionais sobre Fq, em que q é uma po-
tência de um número primo. Cada pacote tem, portanto, ` · log2 q bits.

Para um nó v ∈ V, definimos como PI(v) a matriz em que cada
linha representa um pacote recebido por v e PO(v) a matriz em que
cada linha representa um pacote enviado pelo nó v. Para o nó-fonte
s, dizemos que X ∈ Fn×`q é a matriz que contém os pacotes que o

nó s deseja transmitir, isto é, X =
[
xT1 xT2 · · · xTn

]T
, em que

xi ∈ F1×`
q , i = 1, . . . , n. Para um nó-destino t ∈ T , dizemos que

Yt ∈ FN×`q é a matriz que contém os pacotes recebidos por t, isto é,

Yt =
[
yTt,1 yTt,2 · · · yTt,N

]T
, em que yt,i ∈ F1×`

q , i = 1, . . . , N . Se o
nó-destino é previamente especificado, então o subscrito t é omitido.

Em um nó v ∈ V qualquer, podemos relacionar PI(v) com PO(v)
atraves da equação linear

PO(v) = LvPI(v),

em que Lv é chamada matriz de transferência local.
Por linearidade, PI(v) é uma combinação linear de X, para todo

v ∈ V. Assim para o nó-destino t, podemos relacionar Y com X através
da equação

Y = AX, (2.2)

em que A ∈ FN×nq é a chamada matriz de transferência global. Note
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s

v z

u w

t

p1

p2

p3

p4

p5

p6

p8

p7

Figura 2.3: Rede utilizada no exemplo. O nó-fonte s deseja se comunicar
com o nó-destino t.

que agora temos um sistema linear e, portanto, podemos recuperar X
a partir de Y desde que postoA ≥ n.

Exemplo. Suponha a rede apresentada na Fig. 2.3, em que o nó-fonte
s deseja transmitir os pacotes x1 e x2 para o nó-destino t.

Por convêniencia, iremos supor que PI(s) =
[
xT1 xT2

]T
, isto é, ire-

mos imaginar que o nó s receba uma combinação de pacotes de tal
forma que o resultado dessa combinação seja os pacotes x1 e x2. Assim
podemos dizer que o nó fonte enviará[

p1

p2

]
︸ ︷︷ ︸
PO(s)

=
[
a1 0
0 a2

]
︸ ︷︷ ︸

Ls

[
x1

x2

]
︸ ︷︷ ︸
PI(s)

,

e os demais nós enviarão[
p3

p4

]
︸ ︷︷ ︸
PO(u)

=
[
a3

a4

]
︸ ︷︷ ︸
Lu

[
p1

]
︸︷︷︸
PI(u)

[
p5

p6

]
︸ ︷︷ ︸
PO(v)

=
[
a5

a6

]
︸ ︷︷ ︸
Lv

[
p2

]
︸︷︷︸
PI(v)[

p7

]
︸︷︷︸
PO(w)

=
[
a7 a8

]
︸ ︷︷ ︸

Lw

[
p3

p5

]
︸ ︷︷ ︸
PI(w)

[
p8

]
︸︷︷︸
PO(z)

=
[
a9 a10

]
︸ ︷︷ ︸

Lz

[
p4

p6

]
︸ ︷︷ ︸
PI(z)

Note que p7 = y1 e p8 = y2 são os pacotes recebidos pelo nó-destino
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t. Resolvendo recursivamente obteremos

Y =
[
y1

y2

]
=
[
a7a3a1 a8a5a2

a9a4a1 a10a6a2

][
x1

x2

]
= AX.

Considerando que o nó-destino conheça A e que postoA = 2 então
o nó-destino pode recuperar a mensagem enviada pelo nó-fonte.

É natural se questionar como os coeficientes da combinação linear
devem ser escolhidos. Em [10] é demonstrado um algoritmo que re-
quer tempo polinomial. Todavia [9] mostra que podemos escolher os
coeficientes de forma aleatória e uniforme sobre o corpo finito Fq. A
probabilidade de um pacote recebido ser linearmente dependente aos
demais (o que não alteraria o postoA) é diminuida conforme aumenta-
mos o tamanho do corpo finito.

2.2.1 Cabeçalho de Identificação

Um problema encontrado em redes que utilizam codificação de rede
linear aleatória é que o nó-destino não tem conhecimento de A. Isso
porque, os coeficientes de A dependem das combinações lineares feitas
nos nós-intermediários e por sua vez, cada coeficiente da combinação
linear é escolhido de forma aleatória. Assim, os coeficientes da matriz
A também são aleatórios.

Uma ideia bem simples para resolver esse problema é a inserção de
um cabeçalho de identificação em cada pacote enviado pelo nó-fonte [2].
Desse modo, o pacote xi será a concatenação de um vetor n-dimensional
cuja i-ésima entrada é 1 e as demais são 0, com o vetor que realmente
contém a mensagem a ser transmitida (chamada agora de x′i). Em
outras palavras, teremos que X =

[
In X ′

]
∈ Fn×`q , em que In é a

matriz identidade n× n e X ′ ∈ Fn×`−nq .
Portanto, para o nó-destino t ∈ T , teremos que

Y = AX = A
[
In X ′

]
=
[
A AX ′

]
, (2.3)

ou seja, as n primeiras colunas de Y correspondem à matriz de transfe-
rência global. E, é possível recuperar a mensagem, desde que postoA =
n.
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A codificação de rede linear aleatória com cabeçalho de identificação
é útil no sentido que a topologia da rede pode ser desconhecida, o que
a torna mais geral. No entanto, ainda sim, é um esquema simples, que
pode alcançar a máxima taxa de transmissão desde que o corpo finito
utilizado tenha tamanho suficientemente grande [9].

2.2.2 Transmissão via Gerações

Para que o nó-destino recupere a mensagem enviada pelo nó-fonte,
considerando que postoA = n, é necessário, basicamente, resolver um
sistema linear usando eliminação Gauss-Jordan, por exemplo. Toda-
via, sabemos que a complexidade da eliminação Gauss-Jordan cresce
com n3, o que poderia tornar a recuperação da mensagem muito com-
plexa. Além disso, o tamanho do cabeçalho também cresce conforme
aumentamos o número de pacotes.

Visando diminuir tanto a complexidade para recuperar a mensagem
quanto o tamanho do cabeçalho dividimos a mensagem original em L

gerações cada uma com k pacotes (de modo que n = Lk) [2]. Iremos
assumir que as gerações são disjuntas, isto é, cada pacote faz parte de
apenas uma geração. Também assumiremos que pacotes de diferentes
gerações não podem ser usados para gerar um novo pacote durante a
codificação.

Quando a matriz de transferência de uma dada geração tem posto
k, dizemos que tal geração está completa. O nó-destino pode recuperar
os pacotes enviados pelo nó-fonte tão logo todas as gerações estejam
completas. Note que a complexidade será Lk3 operações em Fq que é
menor do que n3 = L3k3 operações.

Entretanto, alguns desafios surgem ao usar transmissão via gera-
ção. Uma geração, que já esteja completa, pode continuar recebendo
pacotes. Note que com isso, o nó-destino receberá pacotes redundantes
em uma geração, enquanto outra geração não está completa. Assim,
será necessário que o nó-destino receba mais pacotes para que todas
as gerações fiquem completas. Uma estratégia para minimizar isso é
mostrada em [24]. Nesse trabalho iremos trabalhar com geração única,
então não será necessário lidar com esse desafio.
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i
u v

P
(env)
i

Ei

P
(rec)
i = P

(env)
i + Ei

Figura 2.4: Exemplo esquemático. O vetor de erro Ei é somado na aresta i.

2.3 Erros e Deficiência de Posto

Até então, consideramos o caso em que todos os pacotes transmitidos
por um nó são recebidos pelo nó subsequente, sem erros. Todavia, na
prática, sabemos que nem sempre isso acontece.

Suponha que o nó-destino receba a mesma quantidade de pacotes
enviados pelo nó-fonte, isto é, N = n. Note que esse é o menor va-
lor de N para que seja possível que a matriz de trasferência global A
tenha posto n. Isso significa que é o menor número de pacotes que o
nó-destino deve receber para poder realizar a decodificação. Em uma
rede qualquer, um pacote enviado pode não ser recebido pelo nó sub-
sequente, o que chamamos de apagamento. Isso equivale ao nó receber
um pacote nulo (todos os bits 0). As combinações seguintes não po-
derão utilizar este pacote. Isso pode fazer com que algumas linhas da
matriz A sejam linearmente dependente. Dizemos então que a matriz
A apresenta um deficiência de posto [22]. A deficiência de posto (ρ) é
definida como sendo ρ , n− postoA.

Uma maneira simples de se lidar com a deficiência de posto seria
ficar esperando o nó-destino receber mais pacotes até que postoA = n.

Há ainda o caso em que pode haver erros na transmissão de um
pacote, isto é, um determinado nó envia um pacote, porém o nó sub-
sequente recebe outro pacote. Mais precisamente, suponha que um nó
envie pela aresta i o pacote P (env)

i , e o nó subsequente receba o pacote
P

(rec)
i . Se P (rec)

i = P
(env)
i + Ei, em que Ei 6= 0, então dizemos que

ocorreu um erro [20], ver Fig. 2.4. Note que se Ei = −P (env)
i então

ocorreu um apagamento. Obviamente, se Ei = 0, então não há erros
na aresta i.

Seja |E| o número de arestas na rede, as quais são indexadas por
1, . . . , |E|. Seja E ∈ F|E|×`q a matriz em que, a i-ésima linha contém
o vetor de erro, Ei, somado na aresta i, i = 1, . . . , |E|. O número de
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linhas não-nulas de E corresponde ao número de pacotes com erros
inseridos na rede. A equação que caracteriza uma rede, que pode haver
erros, é

Y = AX + FE,

em que Y , X e A são definidas como anteriormente e F ∈ FN×|E|q é
matriz correspondente as combinações lineares aplicadas nas linhas de
E.

Suponha que t arestas tenham erros inseridos, ou seja, a matriz E
apresenta t linhas não-nulas. (Note que, t deve ser menor que postoA,
pois, caso contrário, poderíamos cair no cenário trivial de comunicação
em que Y é matriz nula.) Seja Z = F ′E′ ∈ FN×`q , em que E′ ∈ Ft×`q

é a matriz que contém as linhas não-nulas de E e F ′ ∈ FN×tq é uma
sub-matriz de F , tal que postoZ = t. Desse modo, podemos reescrever
a equação que caracteriza a rede como

Y = AX + Z. (2.4)

Os erros podem acontecer por diversos motivos. Por exemplo, pode
haver uma falha na decodificação da camada física, ou ainda a rede pode
apresentar um nó malicioso, que quer prejudicar a comunicação. Além
disso, nessas redes ocorre a chamada propagação de erros, ou seja, se um
determinado pacote contiver erros, todos os pacotes formados a partir
desse pacote também irão conter erros. O uso de códigos corretores
de erro que utilizam como métrica a distância de Hamming se tornam
ineficazes nesse caso, uma vez que, com a propagação de erros, o número
de pacotes com erros estaria além da capacidade de correção do código.



CAPÍTULO 3

Códigos de Gabidulin

No capítulo anterior vimos uma estratégia para lidar com erros e apa-
gamentos. Essa estratégia consiste em utilizar códigos matriciais cor-
retores de erros. Nesse capítulo iremos estudar tais códigos, com maior
destaque para uma família de códigos conhecida como códigos de Ga-
bidulin. Os códigos de Gabidulin apresentam a melhor relação entre a
capacidade de correção e a redundância inserida, o que os torna inte-
ressante em aplicações práticas.

Ao longo desse capítulo serão assumidos alguns conceitos básicos de
corpos finitos e corpos de extensão. Para maiores detalhes, sugerimos
a leitura de [7].

A seguir iremos rever alguns conceitos básicos que serão utilizados
ao longo do capítulo. Então, serão introduzidos os códigos com mé-
trica de posto, em especial os códigos de Gabidulin. Será explicado
como é feito o processo de codificação e decodificação (tanto o caso
mais simples, quanto a decodificação generalizada) dos códigos de Ga-
bidulin. No final desse capítulo teremos algumas considerações sobre a
complexidade dos métodos usados para a decodificação.

15
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3.1 Preliminares

3.1.1 Bases sobre Corpos de Extensão

Seja Fq um corpo finito com q elementos, em que q é uma potência de
primo. Seja Fqm sua m-ésima extensão. Sabemos que todo corpo de
extensão é um espaço vetorial sobre seu corpo base [15], então podemos
pensar em uma base A = {α0, α1, . . . , αm−1} de Fqm sobre Fq, em que
αi ∈ Fqm , i = 0, 1, . . . ,m − 1. Por simplicidade denotaremos o vetor

coluna que forma base por [[α]], i.e, [[α]] =
[
α0 α1 · · · αm−1

]T
.

Seja a ∈ Fqm . Podemos representá-lo, de forma única, como a =∑m−1
i=0 aiαi = a · [[α]], em que, a =

[
a0 a1 · · · am−1

]
∈ F1×m

q ,
ai ∈ Fq, i = 0, 1, . . . ,m − 1. Por sua vez, um vetor m−dimensional
com coeficientes em Fq pode ser representado, também de forma única,
por um elemento de Fqm . Com isso temos uma bijeção entre Fqm e
F1×m
q . Representaremos essa bijeção por ϕ : Fqm → F1×m

q , em que,
para todo a ∈ Fqm , ϕ(a) = a se, e somente se a = a · [[α]]. A função
inversa ϕ−1 : F1×m

q → Fqm é tal que ϕ−1(a) = a.
Podemos extender essa bijeção para o caso de vetores em Fnqm e

matrizes em Fn×mq . Seja a =
[
a0 a1 · · · an−1

]T
um vetor n-

dimensional, em que ai ∈ Fqm , i = 0, . . . , n− 1. Então dizemos que

ϕ(a) =


ϕ(a0)
ϕ(a1)

...
ϕ(an−1)

 =


a0,0 a0,1 · · · a0,m−1

a1,0 a1,1 · · · a1,m−1
...

...
. . .

...
an−1,0 an−1,1 · · · an−1,m−1


se e somente se ai =

∑m−1
j=0 ai,jαj , i = 0, . . . , n − 1, em que ai,j ∈ Fq,

i = 0, . . . , n− 1 e j = 0, . . . ,m− 1.

Exemplo. Seja q = 2, m = 6 e n = 5. Seja α um elemento primitivo
de F26 e seja1 A = {1, 2, 4, 8, 16, 32} uma base de F26 sobre F2.

1Nesse capítulo, exemplos que utilizam corpos de extensão usarão a representação
“inteira” de um elemento, ou seja, polinômios em α são representados por números
inteiros em ordem crescente de potência. Por exemplo, o elemento α3 + α+ 1 será
representado por 11.



3.1. PRELIMINARES 17

Suponha que a =
[
8 50 37 56 7

]T
então

ϕ(a) =



ϕ(8)
ϕ(50)
ϕ(37)
ϕ(56)
ϕ(7)


=



0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 1
1 0 1 0 0 1
0 0 0 1 1 1
1 1 1 0 0 0


,

note que, por exemplo, 37 = 1 ·20 +1 ·22 +1 ·25 e 7 = 1 ·20 +1 ·21 +1 ·22.

3.1.2 Bases Normais

SejaA uma base de Fqm sobre Fq e seja α ∈ Fqm um elemento primitivo.
Se A = {α0, α1, . . . , αm−1} então dizemos que A é uma base polinomial
(ou base padrão). Se A = {α[0], α[1], . . . , α[m−1]}, em que [i] = qi

(chamada de notação de Frobenius), então A é uma base normal e α é
chamado de elemento normal [6].

Geralmente representamos um elemento de um corpo de extensão
como sendo um vetor sobre o corpo base. Nesse caso, algumas ope-
rações, considerando o uso de bases normais, ficam menos complexas
[20].

Para um vetor a =
[
a0 a1 · · · am−1

]
∈ F1×m

q , denotaremos
por a←i o deslocamento cíclico para esquerda de i posições, ou seja,
a←i =

[
ai · · · am−1 a0 · · · ai−1

]
. Similarmente, a→i = a←m−i,

isto é, denota um deslocamento cíclico para a direita. Desse modo,
observamos que para um a ∈ Fqm , a[i] = ϕ(a)→i · [[α]], i.e, elevar algum
elemento a uma potência de Frobenius corresponde a deslocamentos
cíclicos. O custo computacional necessário para elevar um elemento a
uma potência de Frobenius é desprezível quando se utiliza uma base
normal.

Já para a multiplicação, devemos utilizar a tabela de multiplicação
para bases normais. Seja T ∈ Fn×mq a matriz que define a tabela de
multiplicação, tal que αα[i] =

∑m−1
j=0 Ti,jα

[j], i = 0, 1, . . . ,m − 1. O
número de entradas não-nulas de T é chamado de complexidade da
base normal [6]. A multiplicação segue da seguinte maneira. Sejam
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a, b ∈ Fqm então

ab =
m−1∑
i=0

bi
(
a←iT

)→i
.

O custo computacional para realizar multiplicações em bases normais
é da ordem do número de entradas não-nulas de T , portanto realizar
multiplicações em bases normais só é eficiente se a matriz T for esparsa.

Como mostrado em [6], a complexidade de uma base normal tem
como limitante inferior 2m − 1. Bases normais que atingem esse limi-
tante são chamadas de bases ótimas. É possível construir bases normais
de baixa complexidade (não necessariamente ótimas) de maneira que
as entradas da matriz T pertençam a Fp, onde p é a característica de q
(e portanto, p é primo). Nesse caso, as entradas das matrizes de con-
versão entre a base normal e a base polinômial também pertecem a Fp
[20].

3.1.3 Polinômios Linearizados

Um polinômio linearizado (também chamado de q-polinômio) sobre Fqm
é um polinômio da forma

f(x) =
t∑
i=0

fix
[i],

em que fi ∈ Fqm [20, 27]. Se ft 6= 0 então dizemos que o q-grau de f(x)
é t.

É fácil ver que a soma de dois polinômios linearizados também é
um polinômio linearizado. Todavia a multiplicação entre dois polinô-
mios linearizados não necessariamente será um polinômio linearizado.
Utilizamos então uma multiplicação simbólica (⊗), a qual é definida
como f(x) ⊗ g(x) = f(g(x)). Claramente a multiplicação simbólica é
não-comutativa.

Sejam n e k os q-graus de f(x) e g(x) respectivamente. E seja t
o q-grau de P (x) em que P (x) = f(x) ⊗ g(x), então t = n + k. Os
coeficientes de P (x) podem ser calculados da seguinte maneira

P` =
min{`,n}∑

i=max{0,`−k}

fig
[i]
`−i =

min{`,k}∑
j=max{0,`−n}

f`−jg
[`−j]
j , ` = 0, . . . , t.
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Seja f(x) um polinômio linearizado com q-grau igual a t. Definimos
o polinômio linearizado reverso (usualmente chamado de q-reverso) de
f(x) como sendo o polinômio f̃(x) =

∑t
i=0 f̃ix

[i], em que f̃i = f
[i−t]
t−i ,

i = 0, . . . , t.
Para um conjunto S ⊆ Fqm chamamos de q-polinômio mínimo de

S um polinômio linearizado, MS(x) =
∑t
i=0 Mix

[i] com o menor q-
grau e M0 = 1, cujo o espaço gerado pelas raízes de MS(x) contenha
o conjunto S. Seja {s1, . . . , st} uma base para espaço gerado por S,
podemos encontrar MS de forma recursiva. Para isso computamos

M{s1} = x− s1

s
[1]
1
x[1],

e a seguir, para i = 2, . . . , t dizemos que zi = M{s1,...,si−1}(si),

M{zi}(x) = x− zi

z
[1]
i

x[1]

e então M{s1,...,si}(x) = M{zi}(x)⊗M{s1,...,si−1}(x).

3.2 Códigos com Métrica de Posto

Seja v ∈ Fnqm , dizemos então que o posto de v é igual ao posto de
ϕ(v), isto é posto v , postoϕ(v), em que o posto de uma matriz é defi-
nido como sendo o máximo número de linhas (ou colunas) linearmente
independentes.

O posto de um vetor especifica uma norma em Fnqm . De fato,
posto v ≥ 0 para todo v ∈ Fnqm e posto v = 0 se, e somente se v for
o vetor nulo. A desigualdade triangular vem das propriedades de ma-
trizes, e portanto, para quaisquer v, u ∈ Fnqm temos que posto(v+ u) ≤
posto v + postou. E finalmente, para a ∈ Fqm definimos |a| = 0 se
a = 0 e |a| = 1, caso contrário, então temos que posto av = |a|posto v,
uma vez que, multiplicar um vetor por um escalar não-nulo, não altera
a relação de linearidade entre os elementos.

Com essa norma podemos especificar uma métrica, a qual chama-
remos de distância de posto, em que, para v, u ∈ Fnqm temos

dR(v, u) , posto(u− v), (3.1)
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note que se V,U ∈ Fn×mq então a distância de posto é definida da mesma
maneira, isto é, dR(V,U) = posto(U − V ).

Um código C(n, k) é aquele que mapeia um vetor u ∈ Fkqm em um
vetor c ∈ Fnqm , n ≥ k. Ou seja C ⊆ Fnqm é um conjunto não-vazio de
vetores que utilizam a métrica de distância de posto. Dizemos que a
mínima distância de posto de um código C é

dR(C) = min
c,c′∈C
c 6=c′

dR(c, c′). (3.2)

Seja C(n, k) um código linear sobre Fqm , em que m ≥ n. Percebe-
se que dR(C) ≤ dH(C), em que dH denota a distância de Hamming
[4]. Sabemos que códigos que utilizam a distância de Hamming como
métrica respeitam o limitante de Singleton [14]. Portanto, para os
códigos com métrica de distância de posto, o limitante de Singleton é
válido, i.e:

dR(C) ≤ n− k + 1. (3.3)

Códigos para os quais a igualdade é válida são chamados de códi-
gos de máxima distância de posto (MRD) (do inglês, maximum rank-
distance).

Um decodificador de mínima distância de um código C é aquele que
pega uma palavra r ∈ Fnqm e leva na palavra-código ĉ ∈ C mais próxima
(no conceito de distância de posto) [20]. Ou seja

ĉ = argmin
c∈C

dR(c, r). (3.4)

Se dR(c, r) < dR(C)/2, então é garantido que o decodificador retornará
ĉ = c.

3.3 Códigos de Gabidulin

Uma importante família de códigos MRD são os códigos de Gabidulin.
Esse códigos existem para quaisquer q e n ≤ m [4]. Para que esses có-
digos sejam eficientes é necessário que sua complexidade seja reduzida,
então iremos fazer uso de bases normais. Ou seja, iremos considerar
que A = {α[0], α[1], . . . , α[m−1]} é base de Fqm sobre Fq, em que α é um
elemento primitivo de Fqm (e também um elemento normal).
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Seja C ⊆ Fqm um código de Gabidulin (n, k), onde n ≤ m. Seja
H ∈ F(n−k)×n

qm a matriz de paridade e seja G ∈ Fk×nqm a matriz geradora
do código. Então

C = {c ∈ Fnqm : Hc = 0} = {GTu, u ∈ Fkqm}.

Por ser um código MRD, então a distância mínima é d = dR(C) =
n− k + 1.

Sejam h0, h1, . . . , hn−1 ∈ Fqm linearmente independentes então a
matriz H será da forma

H =


h

[0]
0 h

[0]
1 · · · h

[0]
n−1

h
[1]
0 h

[1]
1 · · · h

[1]
n−1

...
...

. . .
...

h
[n−k−1]
0 h

[n−k−1]
1 · · · h

[n−k−1]
n−1

 . (3.5)

É interessante fazer que hi = α[i], i = 0, 1, . . . , n − 1, quando estamos
usando bases normais.

A matriz geradora pode ser qualquer matriz da forma

G =


g

[0]
0 g

[0]
1 · · · g

[0]
n−1

g
[1]
0 g

[1]
1 · · · g

[1]
n−1

...
...

. . .
...

g
[k−1]
0 g

[k−1]
1 · · · g

[k−1]
n−1

 , (3.6)

tal que HGT = 0 e g0, g1, . . . , gn−1 ∈ Fqm sejam linearmente indepen-
dentes.

3.4 Decodificação

Seja C ⊆ Fnqm um código de Gabidulin. Seja A = {α0, α1, . . . , αm−1}

uma base de Fqm sobre Fq e seja h =
[
h0 h1 · · · hn−1

]T
um vetor

coluna correspondente à primeira linha da matriz de paridade de C.
Suponha que r =

[
r0 r1 · · · rn−1

]T
∈ Fnqm seja a palavra recebida.

Sabemos que r = c + e, em que c ∈ C é a palavra-código enviada e
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e ∈ Fnqm é o erro introduzido pelo canal tal que posto e , τ . Temos que
encontrar um e ∈ r − C que satisfaça 2τ < d.

Podemos expandir e como sendo:

e =
[
L1 L2 · · · Lτ

]

V1

V2
...
Vτ

 =
τ∑
i=1

LiVi (3.7)

e assim dividimos o problema em encontrar as localizações de erro
L1, L2, . . . , Lτ ∈ Fnq e encontrar os valores de erro V1, V2, . . . , Vτ ∈ Fqm .
Note que isso é semelhante aos códigos não-binários que utilizam mé-
trica de Hamming. É preciso deixar claro que existem mais de uma
combinação de Li e Vi, i = 1, . . . , τ , que dê o mesmo vetor de erro e,
isso quer dizer que a expansão de e não é única [20].

Podemos utilizar dois métodos equivalentes. O primeiro introduzido
em [4] consiste em encontrar o polinômio de varredura de erro (ESP)
(do inglês, error span polynomial), que indica os valores do erro, e então
encontrar a localização deles. O segundo introduzido em [22] consiste
em encontrar o polinômio de localização de erro (ELP) (do inglês, er-
ror locator polynomial), que nos dá a ideia de localização do erros (na
realidade, através desse polinômio encontramos os localizadores de erro
que nada mais são do que as localizações de erro multiplicadas pela ma-
triz de paridade, e através desses, encontramos as localizações) e então
encontramos os valores de erro. Em ambos os métodos utilizamos o al-
goritmo de Berlekamp-Massey modificado e o algoritmo de Gabidulin.
Ambos os algoritmos serão apresentados na próxima subseção.

A seguir descrevemos os métodos ESP e ELP. Para ambos os casos
considere que r =

[
r0 r1 · · · rn−1

]T
∈ Fnqm seja a palavra recebida.

3.4.1 Algoritmo de Decodifição ESP

Passo 1 Calcular a síndrome:

S` =
n−1∑
i=0

h
[`]
i ri, ` = 0, . . . , d− 2. (3.8)
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Passo 2 Encontrar os coeficientes do polinômio ESP Γ(x) =
∑τ
i=0 Γix[i]

(usando o algoritmo de Berlekamp-Massey):

τ∑
i=0

ΓiS[i]
`−i = 0, ` = τ, . . . , d− 2. (3.9)

Passo 3 Encontrar uma base (V1, . . . , Vτ ), Vi ∈ Fqm , i = 1, . . . , τ ,
para o espaço gerado pelas raízes de Γ(x):

ϕ(V1)
...

ϕ(Vτ )




ϕ (Γ(α0))
...

ϕ (Γ(αm−1))

 = 0. (3.10)

Note que, αi ∈ Fqm , i = 0, 1, . . . ,m− 1 são os elementos da base
utilizada.

Passo 4 Calcular os localizadores do erro (X1, . . . , Xτ ), Xi ∈ Fqm , i =
1, . . . , τ (usando o algoritmo de Gabidulin):

S` =
τ∑
j=1

X
[`]
j Vj , ` = 0, . . . , τ. (3.11)

Passo 5 Calcular as localizações do erro (L1, . . . , Lτ ), Li ∈ Fnq , i =
1, . . . , τ :

LTj = ϕ(Xj)ϕ(h)‡, (3.12)

em que ϕ(h)‡ é a inversa à direita de ϕ(h).

Pasoo 6 Encontrar o erro:

e =
τ∑
j=1

LjVj ∈ Fnqm . (3.13)

Passo 7 Estimar a palavra-código enviada:

ĉ = r − e ∈ Fnqm . (3.14)
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3.4.2 Algoritmo de Decodicação ELP

Passo 1 Calcular a síndrome “reversa”:

S̃` =
n−1∑
i=0

hir
[`−d+2]
i , ` = 0, . . . , d− 2. (3.15)

Passo 2 Encontrar os coeficientes do polinômio ELP Λ(x) =
∑τ
i=0 Λix[i]

(usando o algoritmo de Berlekamp-Massey):

τ∑
i=0

ΛiS̃[i]
`−i = 0, ` = τ, . . . , d− 2. (3.16)

Passo 3 Encontrar uma base (X1, . . . , Xτ ), Xi ∈ Fqm , i = 1, . . . , τ ,
para o espaço gerado pelas raízes de Λ(x):

ϕ(X1)
...

ϕXτ




ϕ(Λ(α0))
...

ϕ(Λ(αm−1))

 = 0. (3.17)

Passo 4 Encontrar os valores do erros (V1, . . . , Vτ ), Vi ∈ Fqm , i =
1, . . . , τ : (usando algoritmo de Gabidulin):

S̃` =
∑
j=1

V
[`−d+2]
j Xj , ` = 0, . . . , τ (3.18)

Passo 5 Calcular as localizações do erro (L1, . . . , Lτ ), L1 ∈ Fnq , i =
1, . . . , τ :

LTj = ϕ(Xj)ϕ(h)‡, (3.19)

em que, ϕ(h)‡ é a inversa à direita de ϕ(h).
Passo 6 Encontrar o erro:

e =
τ∑
j=1

LjVj ∈ Fnqm . (3.20)

Passo 7 Estimar a palavra-código enviada:

ĉ = r − e ∈ Fnqm . (3.21)
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É importante ressaltar que em (3.18) ao utilizar o algoritmo de
Gabidulin não obtemos Vj , j = 1, . . . , τ, diretamente, pois o algoritmo
assume que a saída estaria sendo elevada à potência de Frobenius `,
portanto, seja z1, . . . , zτ a saída do algoritmo de Gabidulin, explicado
na seção 3.4.4, então Vj = z

[d−2]
j , j = 1, . . . , τ .

3.4.3 Algoritmo de Berlekamp-Massey modificado

Seja ∆(x) =
∑k
i=0 ∆ix

[i] um polinômio linearizado. O algoritmo de
Berlekamp-Massey modificado [16, 17, 18] é usado para encontrar um
polinômio linearizado σ(x) =

∑ν
i=0 σix

[i], de menor q-grau, tal que
σ0 = 1, que satisfaça

ν∑
i=0

σi∆[i]
`−i = 0, ` = ν, . . . , k. (3.22)

O algoritmo de Berlekamp-Massey modificado é descrito no Algo-
ritmo 1.

Algoritmo 1 Berlekamp-Massey modificado

Input: ∆(x) =
∑k
i=0 ∆ix

[i]

1: `← 0, σ(x)← x # Inicialização
2: σ′(x)← x, n′ ← 0, d′ ← 1 # Variáveis de auxílio
3: for n← 0, . . . , k do
4: d←

∑`
j=0 σj∆

[j]
n−j # Cálculo da discrepância

5: if d 6= 0 then
6: if 2` ≥ n then
7: σ(x)← σ(x)− d

(
x
d′

)[n−n′] ⊗ σ′(x)
8: else
9: σ̃(x)← σ(x) # Variável temporária
10: σ(x)← σ(x)− d

(
x
d′

)[n−n′] ⊗ σ′(x)
11: `← n− `
12: σ′(x)← σ̃(x), n′ ← n, d′ ← d
13: end if
14: end if
15: end for
Output: σ(x)
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3.4.4 Algoritmo de Gabidulin

Seja y =
[
y1 y2 · · · yτ

]T
∈ Fτqm e ω =

[
ω1 ω2 · · · ωτ

]T
∈

Fτqm , o algoritmo de Gabidulin é usado para encontrar um vetor z =[
z1 z2 · · · zτ

]T
∈ Fτqm tal que

y` =
τ∑
i=1

z
[`]
i ωi, ` = 1, . . . , τ.

Para resolver essa equação poderiamos utilizar eliminação Gaussi-
ana. Mas como mostrado por [5] utilizar o algoritmo de Gabidulin
requer menor complexidade computacional.

O algoritmo requer como entrada os vetores y e ω e a saída será o
vetor z. Note que a saída é aquela com a potência de Frobenius. O
algoritmo de Gabidulin [4] é descrito no Algoritmo 2.

Algoritmo 2 Algoritmo de Gabidulin

Input: y =
[
y1 y2 · · · yτ

]
, ω =

[
ω1 ω2 · · · ωτ

]
1: for j ← 0, 1, · · · , τ − 1 do
2: Q0,j ← yj
3: A0,j ← ωj
4: end for
5: for i← 1, 2, · · · , τ − 1 do
6: for j ← i, i+ 1, · · · , τ − 1 do

7: Ai,j ← Ai−1,j −
(

Ai−1,j

Ai−1,i−1

)[−1]
Ai−1,i−1

8: end for
9: for j ← 0, 1, · · · , τ − 1− i do

10: Qi,j ← Qi−1,j −
(
Qi−1,j+1

Ai−1,i−1

)[−1]
Ai−1,i−1

11: end for
12: end for
13: zτ ←

Qτ−1,0

Aτ−1,τ−1
14: for i← 1, 2, · · · , τ − 1 do

15: zτ−i ←
Qτ−1−i,0 −

∑τ−1
j=τ−iAτ−1−i,jzj+1

Aτ−1−i,τ−1−i
16: end for
Output: z =

[
z1 z2 · · · zτ

]
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Exemplo. Seja q = 2, m = 8 e n = 7. Seja também p(x) = x8 +
x4 + x3 + x2 + 1 o polinômio primitivo de F28 . Considere que base
polinomial, isto é, A = {1, 2, 4, . . . , 128}. E seja C ⊆ F7

28 um código
matricial com distância mínima d = dR(C) = 5. Suponha que c =[
95 88 241 102 157 108 230

]T
seja a palavra-código enviada

e r =
[
190 29 241 135 57 200 7

]T
a palavra recebida.

Algoritmo ESP
1 S =

[
121 142 140 124

]
2 Γ(x) = x[0] + 69x[1] + 10x[2]

3 V =
[
225 164

]T
4 X =

[
75 50

]
5 L =

[
1 1 0 1 0 0 1
0 1 0 0 1 1 0

]T
6 e =

[
225 69 0 225 164 164 225

]T
7 ĉ =

[
95 88 241 102 157 108 230

]T
Algoritmo ELP

1 S̃ =
[
103 30 204 121

]
2 Λ(x) = x[0] + 6x[1] + 150x[2]

3 X =
[
121 50

]
4 V =

[
225 69

]T
5 L =

[
1 0 0 1 1 1 1
0 1 0 0 1 1 0

]T
6 e =

[
225 69 0 225 164 164 225

]T
7 ĉ =

[
95 88 241 102 157 108 230

]T
Note que, os valores de V1, . . . , Vτ e L1, . . . , Lτ são diferentes em

cada método. Todavia, o vetor erro é igual para ambos. Ou seja,
conforme citado anteriormente, existem mais de uma maneira de se
decompor o vetor de erro e.
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3.5 Decodificação Generalizada

Como dito anteriormente, podemos expandir o vetor de erro, como
mostrado em (3.7), que será reproduzido a seguir por conveniência

e =
τ∑
i=1

LiVi, (3.23)

em que Li é chamado de localização de erro e Vi é chamado de valor
de erro, i = 1, . . . , τ .

Muitas vezes o decodificador conhece alguns valores do erro ou en-
tão algumas localizações do erro. Utilizando esse fato conseguimos
aumentar a capacidade de decodificação. Chamamos de:

• Apagamento - quando conhecemos a localização, mas não o valor;

• Desvio - quando conhecemos o valor, mas não a localização;

• Erro - quando nem a localização, nem o valor são conhecidos.

Seja L̂ ∈ Fn×µq a matriz em que cada coluna representa um apa-
gamento, tal que posto L̂ = µ. Seja V̂ ∈ Fδqm o vetor em que cada
elemento representa um desvio, tal que posto V̂ = δ. Iremos impor que
Lj = L̂j , j = 1, . . . , µ e Vµ+j = V̂j , j = 1, . . . , δ. Seja ε = τ − µ − δ,
nosso desafio é encontrar o menor valor de ε (note que, se fosse para
minimizar τ , bastaria escolher ε = −µ − δ de modo que τ = 0) de tal
forma que o vetor de erro possa ser escrito como

e = L̂Va + LdV̂ + LeVe,

em que Va ∈ Fµqm , Ld ∈ Fn×δq , Le ∈ Fn×εq e Ve ∈ Fεqm .
Na decodificação generalizada há um incremento na capacidade de

correção do código. O código C com distância mínima d consegue re-
cuperar c a partir de r, de forma única, se e somente se 2τ < d+ µ+ δ

ou, de modo equivalente, 2ε+ δ + µ < d[20].
Os algoritmos ESP e ELP ainda podem ser usados nesse caso, to-

davia o passo 2 deverá ser alterado. Suponha que (r, L̂, V̂ ) ∈ Fnqm ×
Fn×µq × Fδqm seja a tupla recebida e seja h o vetor correspondente a
primeira linha da matriz de paridade H.

Nos algoritmos a seguir, o subscrito U indica informação obtida a
partir dos apagamentos, o subscritoD indica informação obtida a partir
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dos desvios e o subscrito F indica informação desconhecida (ou seja,
referente aos erros). Polinômios com ~ (til) são os chamados polinômios
q−reversos.

Para ambos os métodos devemos calcular

Passo 2.a
X̂j = L̂Tj h, j = 1, . . . , µ (3.24)

Passo 2.b
ΛU (x) = M{X̂1,...,X̂µ}(x). (3.25)

Passo 2.c
ΓD(x) = M{V̂1,...,V̂µ}(x). (3.26)

No algoritmo generalizado iremos fazer uso dos polinômios q-reversos
explicados anteriormente. Considere que ε = τ − µ− δ.

3.5.1 Algoritmo de Decodifição Generalizado ESP

Passo 2.d Definir:

S(x) =
d−2∑
i=0

Six
[i], (3.27)

em que Si é calculado em (3.8).

Passo 2.e Calcular:

SDU (x) = ΓD(x)⊗ S(x)⊗ Λ̃D(x). (3.28)

Passo 2.f Utilizando o algoritmo de Berlekamp-Massey, encontrar o
polinômio ΓF (x) tal que:

ε∑
i=0

ΓF,iS[i]
DU,µ+δ+`−i = 0, ` = ε, . . . , d− 2− µ− δ. (3.29)

Passo 2.g Calcular:

SFD(x) = ΓF (x)⊗ ΓD(x)⊗ S(x). (3.30)
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Passo 2.h Encontrar ζ1, . . . , ζµ, usando o algoritmo de Gabidulin, tal
que:

SFD,` =
µ∑
j=1

X̂
[`]
j ζj , ` = ε+ δ, . . . , d− 2 (3.31)

Passo 2.i Calcular:
ΓU (x) = M{ζ1,...,ζµ}(x). (3.32)

Passo 2.j Calcular:

Γ(x) = ΓU (x)⊗ ΓF (x)⊗ ΓD(x). (3.33)

Usar o algoritmo de decodificação ESP a partir de (3.10).

3.5.2 Algoritmo de Decodifição Generalizado ELP

Passo 2.d Definir:

S̃(x) =
d−2∑
i=0

S̃ix
[i], (3.34)

em que S̃i é calculado em (3.15).

Passo 2.e Calcular:

SUD(x) = ΛU (x)⊗ S̃(x)⊗ Γ̃(x[d−2])[−d+2]. (3.35)

Passo 2.f Utilizando o algoritmo de Berlekamp-Massey, encontrar o
polinômio ΛF (x), tal que:

ε∑
i=0

ΛF,iS[i]
UD,µ+δ+`−i = 0, ` = ε, . . . , d− 2− µ− δ. (3.36)

Passo 2.g Calcular:

SFU (x) = ΛF (x)⊗ ΛU (x)⊗ S̃(x). (3.37)

Passo 2.h Encontrar ξ1, . . . , ξδ, usando o algoritmo de Gabidulin, tal
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que:

SFU,` =
δ∑
j=1

V̂
[`−d+2]
j ξj , ` = ε+ µ, . . . , d− 2 (3.38)

Passo 2.i Calcular:
ΛD(x) = M{ξ1,...,ξδ}(x). (3.39)

Passo 2.j Calcular:

Λ(x) = ΛD(x)⊗ ΛF (x)⊗ ΛU (x). (3.40)

Usar o algoritmo de decodificação ELP a partir de (3.17).

Note que no passo aonde é utilizado o algoritmo de Gabidulin (em
ambos os métodos) será necessária uma manipulação. Isto porque o
algoritmo de Gabidulin assume que a saída está sendo elevada a uma
potência de Frobenius. Para resolver isso, podemos utilizar o q-reverso.

Exemplo. Seja q = 2, m = 8 e n = 7 e seja A = {1, 2, 4, . . . , 128} uma
base de F28 sobre F2. Considere um código de Gabidulin C com distân-
cia mínima d = 5. Seja c =

[
251 162 184 5 252 248 5

]T
∈ C

a palavra-código enviada e suponha que o decodificador receba:

r =
[
131 254 190 5 252 220 95

]T
L̂ =

[
1 1 0 0 0 0 1

]T
V̂ =

[
34
]

Por facilidade iremos apenas demonstrar utilizando o algoritmo ESP
generalizado. Note que, se utilizarmos o algoritmo ELP generalizado,
os resultados intermediários serão diferentes, todavia o vetor de erro
encontrado no final será o mesmo. Percebemos que µ = δ = 1. A
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decodificação segue como:

X̂ =
[
67
]

ΛU (x) = x[0] + 213x[1]

Λ̃U (x) = 83x[0] + x[1]

ΓD(x) = x[0] + 57x[1]

S(x) = 47x[0] + 94x[1] + x[2] + 57x[3]

SDU (x) = 180x[0] + 141x[1] + 133x[2] + 52x[3] + 165x[4] + 166x[5]

Note que, para utilizar o algoritmo de Berlekamp-Massey não pre-
cisamos utilizar todos os coeficientes de SDU (x), apenas SDU,`, ` =
µ+ δ, . . . , d− 2. Considerando isso, podemos prosseguir com a decodi-
ficação.

ΓF (x) = x[0] + 26x[1]

SFD(x) = 47x[0] + 105x[1] + 150x[2] + 222x[3] + 166x[4] + 58x[5]

Note que o q-grau de ΓF (x) é igual a ε = 1. Para encontrar ζ
devemos resolver a equação (3.31) usando o algoritmo de Gabidulin.
Todavia, como explicado anteriormente, o algoritmo assume que a saída
é aquela com a potência de Frobenius. Por isso, devemos calcular o q-
reverso da equação (3.31) antes de usar o algoritmo de Gabidulin. Feito
isso, obtemos os valores a seguir.

ζ =
[
119
]

ΓU (x) = x[0] + 121x[1]

Γ(x) = x[0] + 90x[1] + 189x[2] + 45x[3]

Agora prosseguimos igual ao caso em que não há apagamentos nem
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desvios.

V =
[
34 36 120

]T
X =

[
69 38 67

]

L =


0 0 1 0 0 0 1
0 1 1 0 0 1 0
1 1 0 0 0 0 1


T

e =
[
120 92 6 0 0 36 90

]T
ĉ =

[
251 162 184 5 252 248 5

]T
O posto e = 3 > (d−1)/2, e portanto, se não tivessemos utilizado o

algortimo de decodificação generalizado não conseguiriamos decodificar
a mensagem.

3.6 Codificação

Seja u =
[
u0 u1 · · · uk−1

]T
∈ Fkqm a mensagem que desejamos

codificar. Uma maneira de codificação seria, simplesmente, multiplicar
pela matriz geradora, isto é, c = GTu ∈ C. Podemos fazer proveito da
forma como G é construida. Seja u(x) =

∑k−1
i=0 uix

[i] então ci = u(gi),
i = 0, . . . , n− 1.

Como mostrado em [20], quando o código é construido com uma alta
taxa e usamos bases normais de baixa complexidade, podemos reduzir
o custo operacional da codificação.

Para isso, suponha que ri = 0, i = 0, . . . , n − k − 1 e ri = ui−n+k,
i = n − k, . . . , n − 1, e então usamos o algoritmo de decodificação
para apagamentos em r =

[
r0 r1 · · · rn−1

]
. Note que, como já

conhecemos todas as localizações dos apagamentos, o algoritmo de de-
codificação pode ser simplificado. Ou seja, Lj é um vetor coluna que
tem como entrada 1 na j-ésima posição e 0 nas demais, j = 1, . . . , d−1.

O polinômio ELP Λ(x) será igual ao mínimo polinômio de X1, . . . ,

Xd−1, em que Xj = LTj h, j = 1, . . . , d − 1, ou seja, o polinômio será
Λ(x) = M{X1,...,Xd−1}(x). A seguir podemos usar o algoritmo de deco-
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dificação ELP (sem a generalização).

3.7 Considerações sobre a Complexidade

A complexidade de ambos os métodos (ESP e ELP) é equivalente no
caso em que não há apagamentos nem desvios [5, 20]. Quando há mais
informações sobre apagamentos do que desvios, i.e, µ > δ, então o
método ELP é mais eficiente. Já quando há mais informações sobre
desvios, ou seja, δ > µ o método ESP se mostra mais eficiente.

Note que, como estamos trabalhando com bases normais, o custo
computacional para elevar algum elemento do corpo a uma potência
de Frobenius é desprezível. E a complexidade da multiplicação entre
elementos é da ordem da complexidade da base normal [6].

3.8 Aplicação dos Códigos de Gabidulin na Codificação
de Rede

Como visto na seção 2.3 quando uma rede apresenta erros e deficiência
de posto, códigos que utilizam a distância de Hamming pode não ser
suficientes. Entretando códigos que utilizam a distância de posto são
capazes de corrigir erros de posto, o que os torna úteis na codificação
de rede.

Devido a bijeção entre um corpo finito e sua m−ésima extensão,
os códigos de Gabidulin, que trabalha com vetores, pode ser visto
como um código matricial. Seja C ⊆ Fnqm um código de Gabidu-
lin (n, k). Suponha que U ∈ Fk×mq seja a matriz tal que cada linha
contém um pacote que o nó-fonte deseja transmitir. Podemos en-
tão utilizar a bijeção e transformar essa matriz em um vetor, isso é
u = ϕ−1(U) ∈ Fkqm . Usando o código C, podemos transformar o vetor
u em um vetor c ∈ C e então utilizarmos novamente a bijeção para
formar a matriz C = ϕ(c) ∈ Fn×mq . Note que a matriz C é uma
palavra-código.

Seja X =
[
In x

]
∈ Fn×n+m

q a matriz enviada pelo nó-fonte, em
que, In é a matriz identidade n× n e x = C ∈ Fn×mq é a matriz obtida
no processo anterior (isto é, x ∈ C).

Suponha que uma rede a deficiência de posto seja ρ e que t ares-
tas tenham erros inseridos. Então o código C é capaz de recuperar a
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mensagem, de forma única, se e somente se 2t+ ρ < dR(C) [20].
Suponha que a matriz que contém os pacotes recebidos pelo nó-

destino seja da forma Y =
[
Ā y

]
. Note que, se não houver erros na

rede, então Ā = A e y = Ax. Como mostrado por [20], nosso desafio é
encontrar uma palavra-código x̂ ∈ C tal que

x̂ = argmin
x∈C

posto(y − Āx). (3.41)

Note que se a matriz Ā for inversível, e considerando que N = n,
podemos definir r = Ā−1y ∈ Fn×mq e então nosso desafio é encontrar
x̂ = argminx∈C posto(r−x). Esse caso é semelhante ao apresentado na
seção 3.4, portanto os algoritmos apresentados ali são suficientes para
recuperar a mensagem.

Porém, em geral, a matriz Ā pode ser não-inversível. Por con-
veniência, assuma que postoY = N , isto é, desconsidere os pacotes
linearmente dependentes aos demais recebidos pelo nó-destino. Seja
µ = n−posto Ā a deficiência de posto de coluna e seja δ = N−posto Ā
a deficiência de posto de linha da matriz Ā. Seja RRE(Y ) a forma
escalonada reduzida (por linhas) de Y . O processo de decodificação é
explicado em [20, 22], e será reproduzido (de forma simplificada) aqui:

Passo 1: Converter Y para sua forma escalonada reduzida.

Note que as linhas nulas de RRE(Y ) são excluídas, uma vez que
nenhuma informação pode ser obtida a partir de um vetor nulo.

Passo 2: Inserir µ linhas nulas.

Seja Ȳ a matriz construida a partir de RRE(Y ). Devemos inserir
linhas nulas de modo que os pivôs ficam na posição i, i da matriz
Ȳ , i = 1, . . . , N . Dessa maneira a matriz Ȳ será do tipo:

Ȳ =
[
J r

0 V̂

]
, (3.42)

em que r ∈ Fn×mq , V̂ ∈ Fδ×mq e J ∈ Fn×nq , onde J é uma matriz
que para as colunas que tem o pivô ela é igual a matriz identidade.

Passo 3: Extrair as matrizes r, L̂, V̂ .
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As matrizes r e V̂ são obtidas diretamente de Ȳ . Para obter
a matriz L̂ devemos considerar uma sub-matriz de J , composto
pelas colunas de J que não apresentam um pivô. A matriz L̂ será
aquela que ao ser subtraida dessa sub-matriz de J teremos uma
sub-matriz da matriz identidade.

Chamamos de redução da matriz Y a tupla (r, L̂, V̂ ) ∈ Fn×mq ×
Fn×µq × Fδ×mq obtida do processo acima. Note que agora caimos num
caso semelhante ao apresentado na seção 3.5 e, portanto, devemos uti-
lizar os algoritmos de decodificação generalizado.

Exemplo. Seja q = 5, m = 8, n = 7 e dR(C) = 5. Suponha que

x =



2 0 4 1 2 0 2 3
0 1 3 2 3 4 0 2
1 2 3 2 4 1 3 1
2 0 2 4 3 4 0 0
0 4 4 4 1 1 2 2
1 2 0 4 0 2 4 4
0 0 1 1 4 0 0 0


,

seja a mensagem transmitida pelo nó-fonte (antes da inserção do cabe-
çalho). E suponha que a matriz recebida pelo nó-destino seja

Y =



0 1 3 1 3 0 4 3 0 2 4 4 2 1 3
1 0 3 0 0 1 2 2 0 4 0 1 1 2 4
1 3 4 1 3 0 3 1 4 4 0 2 1 1 1
4 3 1 4 0 4 2 1 3 3 1 1 2 2 0
4 1 3 2 3 1 2 3 0 4 2 3 2 1 0
2 4 0 1 0 0 1 3 3 1 4 1 2 3 2
2 4 2 2 2 1 3 0 1 2 0 0 4 1 0


.

A redução de Y é mostrada a seguir.

Passo 1. Encontrando a forma escalonada reduzida de Y , note que, ex-
cluimos a linha nula nesse passo, dessa forma temos que postoY =
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N = 6, enquanto posto Ā = 5, e portanto, temos que µ = 2 e
δ = 1.

RRE(Y ) =



1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 4 0 2
0 1 0 0 3 0 1 0 3 1 0 0 2 1 3
0 0 1 0 3 0 2 0 2 3 4 1 3 2 3
0 0 0 1 1 0 2 0 0 0 1 4 3 3 4
0 0 0 0 0 1 1 0 0 2 3 0 1 2 0
0 0 0 0 0 0 0 1 2 4 2 4 1 2 4
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0



Passo 2. Ao inserir linhas nulas nos locais apropriados, percebemos
a formação das sub-matrizes J , r e V̂ , além de uma sub-matriz
nula.

Ȳ =



1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 4 0 2
0 1 0 0 3 0 1 0 3 1 0 0 2 1 3
0 0 1 0 3 0 2 0 2 3 4 1 3 2 3
0 0 0 1 1 0 2 0 0 0 1 4 3 3 4
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1 0 0 2 3 0 1 2 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 2 4 2 4 1 2 4



Passo 3. Na matriz J , a 5a e a 7a coluna não apresentam pivôs. Con-
siderando uma matriz formada somente por essas colunas, então
a matriz L̂ será tal que ao ser subtraida teremos uma sub-matriz,
formada pela 5a e 7a coluna, da matriz identidade (lembre que
−1 ≡ 4 em F5). As matrizes r e V̂ são obtidas diretamente no
passo anterior. Assim
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r =



0 0 0 1 0 4 0 2
0 3 1 0 0 2 1 3
0 2 3 4 1 3 2 3
0 0 0 1 4 3 3 4
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 2 3 0 1 2 0
0 0 0 0 0 0 0 0


L̂ =



1 0
3 1
3 2
1 2
4 0
0 1
0 4


V̂ =

[
1 2 4 2 4 1 2 4

]
Note que, a partir da decodificação generalizada, temos que τ =

posto(r − x) = 3, ε = τ − µ− δ = 3− 2− 1 = 0 e, então 2ε+ µ+ δ =
3 < dR(C) = 5. Portanto, com o código matricial adequado podemos
recuperar a mensagem enviada pelo nó-fonte.

Devemos agora garantir que ao usar a redução de Y , os valores de
ε, δ e µ sejam tais que o código C seja capaz de corrigir. Lembre-se que,
se t arestas foram corrompida e a deficiência de posto é ρ, o código C é
capaz de recuperar a mensagem de forma única se 2t+ ρ < dR(C). Em
[20] é mostrado que se essa condição for satisfeita então os valores de
ε, δ e µ encontrados serão tais que 2ε+ δ + µ < dR(C).

É importante notar que, se t = 0, isto é, não há erros na rede,
somente apagamentos, então µ = ρ e ε = δ = 0. E portanto o código C
é capaz de recuperar a mensagem se µ < dR(C).

3.9 Implementação

O codificador e o decodificador de Gabidulin foram implementados em
Python2, usando a plataforma SAGE [25]. Visando diminuir a com-
plexidade, as rotinas foram feitas usando bases normais e polinômios
linearizados.

Tais rotinas serão unidas com o simulador de redes, que será ex-
plicado no próximo capítulo. Assim poderemos imaginar um cenário
comlpleto de codificação da mensagem, transmissão em uma rede com

2http://www.python.org/

http://www.python.org/
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codificação de rede, e por fim, a decodificação poderá ser feita, mesmo
que a rede apresente erros e apagamentos.





CAPÍTULO 4

Aplicação: Minimização de Overhead em Redes com
Apagamento

Iremos agora unir codificação de rede e códigos matriciais corretores de
erro (em especial códigos de Gabidulin) e ver o efeito em uma aplicação
prática, a minimização do overhead em redes com apagamentos, ou
seja, considaremos que a rede não apresenta erros. O overhead nos dá
uma ideia da informação redundante recebida por um nó-destino, seja
porque esse nó recebeu pacotes linearmente dependentes aos demais,
seja porque tivemos que inserir o cabeçalho de identificação em cada
pacote.

Nesse capítulo explicaremos com maiores detalhes o overhead e uma
estratégia para minimizá-lo. A fim de obter resultados mais realistas,
foi implementado um simulador de redes que retorna o número de paco-
tes que um nó-destino deve receber para realizar a decodificação. Esse
simulador será explicado nesse capítulo.

Por fim, serão mostrados os resultados obtidos utilizando a estraté-
gia de minimização de overhead e o simulador para algumas topologias
de rede.

41
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4.1 Overhead

Considere o caso que não há erros, isto é, t = 0, porém pode haver
apagamentos na rede. Sabemos que podemos caracterizar a rede atráves
da equação

Y = AX, (4.1)

em que, X ∈ Fk×(k+m)
q , Y ∈ FN×(k+m)

q e A ∈ FN×kq .
Sabe-se que para recuperar a mensagem é necessário que postoA =

k. Portanto, o menor valor de N que isso pode ocorrer é quando N = k

(note que N ser o menor possível implica que o nó-destino receba a
menor quantidade possível de pacotes para recuperar a mensagem).
Todavia, devido aos apagamentos que podem ocorrer na rede a matriz
A apresenta uma deficiência de posto. Como visto na seção 2.3, quando
a matriz A apresenta deficiência de posto é necessário esperar que o nó-
destino receba mais pacotes. Esses pacotes a mais dão origem ao que
chamamos de overhead.

O overhead pode ser definido como a quantidade de informação não-
útil (redundante) em relação a quantidade de informação útil recebida
pelo nó-destino. Além dos apagamentos, essa redundância pode ocorrer
devido as combinações feitas para o envio de um pacote (lembre-se
que os coeficientes são aleatórios então existe a probabilidade não-nula
de um pacote ser linearmente dependente aos demais), como também
ocorre devido ao cabeçalho de identificação colocado em cada pacote.

Considere que o nó-fonte deseja enviar um arquivo com D bits. De-
vido a certas limitações, a rede permite enviar pacotes com no máximo
P bits, em que P < D. Assim, o nó-fonte divide o arquivo em k pa-
cotes, tal que k = D/P . Sabemos da codificação de rede linear (em
particular aleatória) que cada pacote pode ser visto como um vetor
m−dimensional sobre Fq, em que m = P/ log2 q. Por conveniência,
iremos assumir que D,P, k e m são escolhidos de tal maneira que todos
eles são números inteiros.

4.1.1 Overhead de Dependência Linear

O overhead de dependência linear ocorre devido à possibilidade de um
nó-destino ter que receber mais do que k pacotes para que postoA = k.
Esses pacotes a mais recebidos são devidos as combinações lineares
poderem gerar um pacote linearmente dependente, assim como o fato
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de ocorrer apagamentos na rede [21, 23].
O overhead de dependência linear (εD) é definido como sendo

εD ,
E[N ]− k

k
, (4.2)

em que E[N ] é o valor esperado do número de pacotes que o nó-destino
recebe até que postoA = k.

Podemos calcular o overhead teórico para o caso de uma rede sim-
ples, com apenas um nó-fonte e um nó-destino, e sem nós-intermediários.
Para calcular o valor esperado do números de pacotes que o nó-destino
deve receber é usado o conceito de cadeias de Markov absorventes [8].
Em [21] o cálculo é demonstrado. A seguir reproduzimos o resultado
final:

E[N ] =
k−1∑
r=0

1
1− qr−k .

Finalmente, podemos calcular o overhead de dependência linear

εD = 1
k

k−1∑
r=0

qr−k

1− qr−k , (4.3)

note que, aumentando o tamanho do corpo finito conseguimos reduzir
o overhead de dependência linear [21, 23].

4.1.2 Overhead de Cabeçalho

O overhead de cabeçalho ocorre devido ao fato de termos que inserir um
cabeçalho de informação, contendo k símbolos, em cada pacote [21, 23].
O overhead de cabeçalho (εH) é definido como

εH ,
1
P
k log2 q = k

m
.

Note que, se k e q estiverem fixo e P for suficientemente grande,
o tamanho do cabeçalho é desprezível (e consequentemente o overhead
de cabeçalho é desprezível). Porém, em pacotes com P pequeno, o
overhead de cabeçalho pode ser significativo. Por fim, se k e P estiverem
fixo então o overhead de cabeçalho aumenta conforme aumentamos o
tamanho do corpo finito utilizado.
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4.1.3 Outros Overheads

Há ainda outros tipos de overhead, como o overhead de geração [21, 23].
Este overhead tem como origem o fato do nó-destino continuar rece-
bendo pacotes de uma determinada geração, mesmo que ela já esteja
completa. Note que este pacote será linearmente dependente aos de-
mais. Esse overhead independe do tamanho do corpo finito utilizado
e pode ser minimizado utilizando uma melhor estratégia na escolha de
gerações [24]. Com isso, o overhead de geração não faz parte do escopo
desse traballho.

4.1.4 Overhead Intrínseco

O overhead intrínseco é aquele que depende dos parâmetros básicos da
rede, tais como o corpo finito utilizado, o número de pacotes enviados
pelo nó-fonte, etc (portanto não consideramos o overhead de geração)
[21, 23].

Na Fig. 4.1 podemos ver a representação do overhead intrínseco.
Em azul (\\\), a parte correspondente ao overhead de cabeçalho. Em
verde (///), a parte correspondente ao overhead de dependência linear.

y1

k︷ ︸︸ ︷ m︷ ︸︸ ︷

E[N ]− k





k





y2
y3

yk

yN

Figura 4.1: Representação do overhead intríseco nos pacotes recebidos pelo
nó-destino.
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O overhead intrínseco (εI) pode ser calculado como:

εI = símbolos com informação não-util
símbolos com informação útil

= k2 + (E[N ]− k)(k +m)
km

= (E[N ]− k)m+ k2 + (E[N ]− k)k
km

= E[N ]− k
k

+ k

m
+
(
E[N ]− k

k

)
k

m

= εD + εH + εDεH , (4.4)

o termo cruzado muitas vezes é desprezado (note que ele será pequeno
em relação a εD e εH).

O overhead intrínseco mostra claramente o tradeoff entre o overhead
de dependência linear e o overhead de cabeçalho. Enquanto um é mini-
mizado aumentando o tamanho do corpo finito, o outro é maximizado.

Para uma rede com apenas um nó-fonte e um nó-destino, o overhead
intrínseco é mostrado na Fig. 4.2. Notamos claramente que, quando o
nó-fonte envia poucos pacotes (k pequeno) o overhead de depedência
linear é mais relevante, fazendo com que a melhor escolha de corpo finito
seja q tão grande quanto possível. Todavia, conforme aumentamos o
tamanho da geração, o overhead de cabeçalho ganha mais relevância e
devemos então diminuir o tamanho do corpo finito para minimizar o
overhead intrínseco.

4.2 Minimizando o Overhead Intrínseco

Seja C ⊆ Fn×mq um código MRD com parâmetros (n, k) e seja d =
n − k + 1 a mínima distância de C. Suponha que k pacotes da fonte,
sejam previamente codificados, gerando então n pacotes. Note que
agora X =

[
In x

]
∈ Fn×n+m

q , x ∈ C, é matriz que contém os pacotes
enviados pelo nó-fonte.

A princípio, para o nó-destino conseguir recuperar a mensagem ori-
ginal teríamos que esperar até que postoA = n, e sem a codificação
bastaria esperar até que postoA = k. Todavia, devido a propriedade
de correção de deficiência de posto, uma vez que a matriz A tenha posto
igual a k podemos utilizar o algoritmo de decodificação generalizada e
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Figura 4.2: Overhead intrínseco para a rede com um nó-fonte e um nó destino.

recuperar a mensagem original [21, 23].

Como mostrado na Fig. 4.3, quando codificamos a mensagem au-
mentamos o número de pacotes enviados pelo nó-fonte o que aumenta o
tamanho do cabeçalho (e por consequência, o overhead de cabeçalho).
Assim precisamos escolher um ponto ótimo, com o qual conseguimos
reduzir o overhead de depência linear, sem aumentar muito o overhead
de cabeçalho.

Considere a rede que contém um nó-fonte, um nó-destino e sem
nós-intermediários. Seja µ = n− k a redundância inserida pelo código
C. Substituindo na equação (4.4), desprezando o termo cruzado, e
escrevendo em função de µ, o overhead intrínseco será

εI(µ) = k + µ

m
+ 1
k

k−1∑
r=0

1
qk+µ−r − 1 , (4.5)

assim, como mostrado em [21, 23], podemos aproximar o valor de µ∗,
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n︷ ︸︸ ︷

k









n

k︷ ︸︸ ︷

Figura 4.3: Transformando os k pacotes em n pacotes usando códigos MRD.
Note que o tamanho do cabeçalho também aumenta.

que é aquele que minimiza o overhead intrínseco como sendo

µ∗ ≈ blogq(1 +m/k)c, (4.6)

em que bxc denota o maior inteiro menor ou igual a x.
A Fig. 4.4 nos mostra o que acontece ao usar essa estratégia em

uma rede com um nó-fonte e um nó-destino. Como a rede é simples,
foi possível calcular tanto o resultado teórico que foi usado para com-
parar com o resultado obtido através do simulador (que será explicado
posteriormente).

Um fato que é possível notar é que o tamanho do corpo que minimiza
o overhead é q = 2, independente do tamanho de geração utilizado.
Isso evita que tenhamos que mudar o corpo finito utilizado para cada
tamanho de geração. E mais do que isso, q = 2 é o menor corpo finito
que existe, assim as operações nesse corpo são mais simples.

4.3 Redes mais Complexas

É natural se questionar se esses resultados permancem caso a rede seja
mais complexa. Calcular o valor de µ∗ para qualquer rede pode ser
um processo complexo. Porém utilizando o valor calculado para a rede
com um nó-fonte e um nó-destino é possível obter os mesmo resultados
desde que haja uma política de acumulação [21, 23].

A ideia básica dessa estratégia é que nós intermediários devem es-
perar até terem h pacotes linearmente independentes (chamaremos h
de limiar de acumulação) para então enviar um pacote.
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Figura 4.4: Overhead intrínseco para a rede com um nó-fonte e um nó destino,
usando códigos MRD e fazendo µ = µ∗.

A estratégia evita com que nós, com poucos pacotes linearmente
independentes, enviem pacotes que teriam alta probabilidade de serem
redundantes.

Pode-se pensar que quanto maior o limiar de acumulação, mais fa-
cilmente será evitado que pacotes redundantes sejam transmitidos. To-
davia, conforme mostrado na Fig. 4.5, em um certo ponto o overhead
intrínseco “satura”, isto é, não apresenta melhoras significativas usando
um limiar maior.

4.4 Simulador de Redes

Para obter resultados mais realistas foi implementado um simulador
de redes, em linguagem Python, utilizando a plataforma SAGE [25].
Com o simulador podemos saber quantos pacotes o nó-destino deve
receber para realizar a decodificação. Os códigos MRD podem ou não
ser usados. Os parâmetros de entrada do simulador são:
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Figura 4.5: Overhead intrínseco para a rede com um nó-fonte e dois nós-
destino, usando µ = µ∗ e k = 50.

• O tamanho do corpo finito utilizado - q;

• O tamanho de cada geração - k;

• O número de pacotes enviado pelo nó-fonte - n;

• Número de gerações - L;

• Limiar de acumulação - h;

• Probabilidade de apagamento - pρ.

Também é necessário especificar o grafo utilizado para resepresentar
a rede, assim como o conjunto de nós-destino T e o nó-fonte s.

A seguir, criamos um “buffer” para cada nó da rede; esse buffer
armazenará a matriz de transferência de cada nó. Para o nó-fonte esse
buffer é substituido pela matriz identidade. Note que o nó-fonte contém
os pacotes originais e não combinações desses pacotes.

Para verificar se há uma ligação entre um nó e outro usamos a
matriz de adjacência do grafo H. Se o coeficiente hij ≥ 1 então o nó
i pode enviar para o nó j. Note que, na prática, todos os nós enviam
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pacotes ao mesmo tempo, porém, na simulação, o envio de pacotes é
feito de forma sequencial. Para evitar que um nó utilize um pacote,
que na prática ele ainda não recebeu, na combinação linear que ele
irá enviar, os pacotes enviados em um uso do canal são armazendos
em uma matriz temporária. Ao final de cada iteração, essa matriz é
anexada ao buffer de cada nó. Assim, não precisamos nos preocupar
com a numeração dada a cada nó. Todavia, é usual fazer com que o
nó-fonte tenha o índice 0.

Após selecionar qual aresta irá enviar o pacote, o nó deve escolher
qual geração será usada. A escolha da geração não interfere no restante
da simulação, ou seja, é função à parte. Como, nos exemplos utilizados,
trabalhamos apenas com gerações únicas, esse passo se torna trivial, po-
rém o simulador é genérico o suficiente pra lidar com qualquer número
de gerações. Escolhida a geração, é necessário verificar se o posto da
matriz de transferência do nó (e daquela geração) é maior que o limiar
de acumulação definido. Se não for, simplesmente vamos para a aresta
seguinte. Caso seja maior, então é feita uma combinação linear, com
os coeficientes sendo escolhidos de forma aleatória e uniforme sobre Fq.

O pacote pode ser, então, enviado para o nó subsequente, porém, é
necessário verificar se o pacote foi apagado ou não. Se trabalhassemos,
além de apagamentos, com erros, o vetor de erro seria somado durante
esse passo. Recebendo ou não o pacote, passamos a fazer o mesmo
processo na próxima aresta (que é determinada atraves da matriz H).

Quando o pacote chega em um nó-destino, adicionamos mais 1 em
um acumulador, assim teremos o controle de quantos pacotes chegaram
em cada destino. Assim que todos as gerações de todos os nós-destino
estejam completas a simulação é finalizada, e teremos então, o número
de pacotes necessários para que todas as matrizes de transferência te-
nham posto igual a k.

4.5 Resultados

A seguir serão apresentados os resultados da simulação para várias
topologias de rede. Tais resultados são comparados com o resultado
para um rede com um nó-fonte e um nó-destino, obtido na Fig. 4.4.
Para todas as simulações, a redundância inserida foi µ = µ∗. Além
disso, foi utilizado o limiar de acumulação h = 10 e probabilidade de
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apagamento pρ = 0,11.
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(b) Overhead intrínseco da rede.

Figura 4.6: Rede com um nó-fonte e dois nós-destinos que comunicam-se
entre si.
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(b) Overhead intrínseco da rede.

Figura 4.7: Rede com um nó-fonte e três nós-destinos que comunicam-se
entre si.
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Figura 4.8: Rede com um nó-fonte, um nó-destino e cinco nós-intermediários
que auxiliam a comunicação.
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Ao analisar as figuras notamos que o tamanho do corpo finito que
minimiza o overhead intrínseco é q = 2. Também é possível notar que
esse resultado se mantém, independente da topologia da rede, quando
utilizamos a estratégia com o limiar de acumulação.
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Conclusão

A codificação de rede linear aleatória se mostra útil nos casos em que a
topologia de rede varia com o tempo, uma vez que a codificação de rede
não depende da topologia. Além disso, em casos com vários destinos,
a codificação de rede permite atingir melhores taxas de transmissão.

Mesmo na presença de erros, a codificação de rede ainda se mostra
útil desde que utilizemos em conjunto um código matricial corretor de
erros. Esse código pode ser, em particular, o código de Gabidulin, o
qual utiliza um mapeamento entre um corpo finito e sua extensão. Tal
código possui a capacidade de corrigir erros de posto, o que o torna
interessante na codificação de rede.

O overhead intrínseco, que é um dos desafios encontrados na codi-
ficação de rede, pode ser minimizado utilizando códigos de Gabidulin.
Mais do que isso, ao utilizar os códigos corretores de erros, vimos que o
mínimo overhead ocorre para q = 2, o que reduz a complexidade com-
putacional das operações. Note que é muito mais simples trabalhar
em corpos cuja a cardinalidade é um número primo do que trabalhar
com alguma extensão. Isso também é uma vantagem se pensarmos em
possíveis implementações práticas em hardware.

Essa estratégia, de minimização do overhead, pode ser usada em

55
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qualquer topologia de rede, desde que respeitando o limiar de acumu-
lação. Assim, a inclusão dessa estratégia em futuras aplicações pode
ser interessante.

5.1 Trabalhos futuros

Algumas sugestões para futuros trabalhos:

• Incluir, nas simulações, o overhead de geração, causado pelo fato
de uma geração que esteja completa continuar recebendo pacotes,
e então medir a eficiência desse método considerando todos os
overheads;

• Incluir também erros na rede. Tais erros devem estar dentro
dos limites impostos na seção 2.3. E então, novamente, verificar
se o overhead ainda pode ser minimizado ao utilizarmos códigos
matriciais;

• Criar um cenário completo de simulação, em Python, o qual po-
derá ser disponibilizado com a comunidade

• Fazer implementações práticas da codificação de rede com códigos
matriciais.

• Investigar o uso dos códigos de Gabidulin em sistemas de arma-
zenamento distribuído [19].
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